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A. Mètode d’elements finits i tècniques de mallat. 
Mallar amb CFX-Mesh. 
A.1. Mètode d’elements finits(MEF’s) 
A.1.1. Introducció als MEF’s 
Aquest mètode constitueix un mètode numèric destinat a resoldre mitjançant 
equacions matricials les equacions diferencials que es plantegen en sistemes discrets 
(estructures) o continus (camps). 
Actualment, es considera al mètode de les Diferències Finites com una subclasse del 
mètode dels Elements Finits i de fet es pot demostrar que el mètode MEF es redueix al 
mètode DF quan les malles són regulars. Les aplicacions actuals del mètode són molt 
extenses i inclouen sistemes lineals i no lineals, estàtics, dinàmics tals com Mecànica de 
Sòlids, Teoria de l'Elasticitat, Dinàmica de Fluids, Transmissió de Calor i 
Electromagnetisme. En el cas de sistemes continus, el mètode consisteix en discretitzar el 
domini d’interès en Elements Finits i resoldre, mitjançant una funció de prova o 
d’aproximació, l’equació que regeix el sistema en cada EF per a després sumar totes les 
solucions. 
A.1.2. Definició 
Els mètodes d’elements finits es basen en tot un seguit de càlculs de divisió en 
sistemes més petits i simples (discretitzar) uns sistemes més grans, de manera que calculant 
els sistemes petits, puguem obtenir la resposta del sistema gran. Una bona definició és: 
Són mètodes numèrics que calculen en un sistema determinat quina és la seva 
resposta si li fem un impuls exterior. 
Aquests mètodes en relativament poc temps podem donar solucions, però per altra 
banda, per la pròpia naturalesa del mètode porten intrínsecament un error, i per tant, les 
solucions que donen no són exactes si no que són aproximades. 
A.1.3. Història 
Des dels temps dels egipcis s’aplica la idea de dividir grans volums en volums més 
petits, per a tal de calcular, per exemple els volums de les piràmides. Però no va ser fins a 
mitjans del segle passat, a l’any 1956, que es podria començar a parla del mètode dels 
elements finits. Tres matemàtics és van unir per dissenyar l’ala d’un Boeing mitjançant 
aquests mètodes. A finals dels anys 60 comencen a aparèixer els primers softwares que 
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utilitzen aquests mètodes. I des d’aquells anys fins ara s’han anat desenvolupant milers de 
programes fins a arribar als sistemes CAD/CAM/CAE d’avui dia.  
A.1.4. Funcionament 
Aquests mètodes agafen equacions amb derivades parcials EDP’s, i les transformen 
en equacions lineals, que normalment són molt llargues, i es resolen mitjançant un 
ordenador. En el cas que les EDP’s siguin transitòries, el que fa l’ordenador és transforma-ho 
en una equació diferencial ordinària (EDO) i resol el sistema usant el mètode de diferències 
finites. Després d’una discretització en nodes i elements finits del domini de definició de la 
EDP, el MEF proporcionarà un valor aproximat de la solució real a cada node, i l’aproximació 
serà tant més bona com més densa sigui la mallla. 
A.1.5. Avantatges dels MEF’s 
Els principals avantatges del MEF respecte a altres mètodes de resolució d'EDP's 
com el ja esmentat mètode de diferències finites són els següents: 
• Tracta geometries complicades. 
• Resol molts tipus de problemes. (Fluids, d’estructures, dinàmics,...). 
• Admet restriccions més complexes que depenguin del temps. 
• Pot simular càrregues molt complexes: del tipus puntuals, pressions, dependents del 
temps, de la freqüència,... 
A.1.6. Desavantatges dels MEF’s 
Tot i que els avantatges són força aclamadors, cal tenir en compte l’existència d’una 
sèrie de problemes o errors, com ja s’ha dit al principi. Els desavantatges més importants 
són: 
• Errors degut al propi mètode. 
• Cal molta experiència i un bon criteri per tal de dur a terme correctament el mètode. 
• Calen ordinadors potents i un software MEF fiable. 
• És llarg i laboriós preparar-ho i després s’ha de saber interpretar els resultats. 
A.1.7. Etapes dels MEF’s 
Els mètodes d’elements finits estan basats en tres etàpes, que són: 
• Pre-procés 
• Càlcul 
• Post-procés 
A.1.7.1. Pre-procés 
El pre-procés és la primera etapa i és aquella on es prepara el model. Pot constar 
d’un pla de paper, d’un model  CAD 2D  o d’un model CAD 3D. Sigui quin sigui aquest model 
passa a ser un CAD 3D simplificat de manera que aconseguim la conversió del disseny 
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massís inicial a un conjunt d’elements finits i petits (discretització). Amb aquesta malla de 
nòduls i unes condicions de contorn adequades ja podem passar a la següent etapa de 
càlcul. A la següent figura podem veure el procés de formació de un CAD 3D simple: 
 
 
Figura A.1 Etapes de formació de malles. 
A.1.7.2. Càlcul 
En el procés de càlcul, el MEF precisa d’integrar numèricament unes determinades 
funcions polinòmiques i aquests valors s’obtenen mitjançant quadratures numèriques simples 
en cada element.  
Les incògnites en un problema d’elements finits es denomina graus de llibertat 
(DOF).Les DOF de cada elements es combinen per formar una equació de matrius: 
[ ]{ } { }Ad =Κ ·          Eq. A.1 
On   K= propietat, d = incògnites o resultat del càlcul i A són les accions. Exemples en 
els diferents camps d’aplicació són els següents: 
 
 
 
 
 
APLICACIÓ PROPIETAT ACCIÓ RESULTAT 
Estructural Rigidesa Força Desplaçament 
Tèrmica Conductivitat Quantitat de calor Temperatura 
Fluid Viscositat Pressió Velocitat 
Electrostàtic Permitivitat Càrrega. Potencial elèctric 
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A.1.7.3. Post-procés 
En aquest punt és on intervé la persona que està operant amb els MEF’s i és a 
aquesta persona la que li toca decidir si els resultats que s’han donat són bons, per tant es 
prendran decisions sobre el com millorar el disseny, i per tant obtenir uns resultats òptims. 
A.2. Descripció del procés de mallat 
Per a fer els mallats s’utilitzarà el programa  “CFX-Mesh” de la companyia nord-
americana ANSYS. És un mallador enfocat a produir qualitats de malla molt elevades, per tal 
de poder captar amb èxit el fenomen de la capa límit (veure Annex D Fluxos viscosos 
unidireccionals. Teoria de la capa límit, pàgina 26). 
CFX-Mesh és un mallador que genera elements del tipus tetraedres, prismes i 
piràmides, i crea un arxiu per a ser importat des de un programa de simulació. El programa 
presenta unes opcions per a fer un mallatge avançat que són les següents: 
• Inflat 
• Control 
• Detecció de proximitat  
 
Els passos a seguir per crear una malla són els següents: 
1. Crear la geometria 
2. Definir les regions 
3. Definir els paràmetres de la malla 
4. Crear una malla superficial (opcional) 
5. Crear una malla volumètrica 
 
A.2.1. Creació de la geometria 
Per crear la geometria es disposa del programa DESIGN MODELER, que permet 
exportar arxius de geometria amb les dades ja introduïdes d’altres programes de CAD, com 
poden ser SolidWorks, SolidEdge, AutoCAD, etc. El programa, però, és una potent eina de 
dibuix, que permet crear la geometria a l’usuari. 
A.2.2. Definició de les regions 
Un cop es té creada la geometria, s’exporta al mallador, on es definiran les diferents 
superfícies i regions de la peça. Aquest és un pas important, ja que no totes les parts de la 
peça necessitaran la mateixa qualitat de malla (que s’aplicarà al proper pas). Per exemple, 
interessa que entorns propers a les parets, la malla sigui suficientment fina com per captar 
amb èxit el fenomen de turbulència a la capa límit, però un cop ens allunyem, podem 
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disminuir la densitat de la malla, per no realitzar un “sobremallatge” que es traduiria en un 
augment innecessari del temps de càlcul. L’elecció del la densitat de malla òptima és un dels 
objectius principals del projectista. 
A.2.3. Definició dels paràmetres de la malla 
La generació de malla amb CFX-Mesh és automàtica. Tot i això l’usuari té un control 
considerable sobre com distribuir els elements a les regions per tal d’obtenir una malla 
adequada segons la computadora que utilitzi. Per a fer-ho l’usuari podrà variar: 
1. Els paràmetres que afecten a la dimensió de  una cel·la o element 
2. Aplicar les opcions de mallatge avançat 
3. Variar 1 i 2 per tal obtenir una malla adequada a les necessitats de l’usuari 
 
Un cop realitzats els 3 passos anteriors es pot passar a fer el mallatge volumètric. 
A.2.4. Mallatge Superficial 
El mallatge superficial és un pas opcional, però molt recomanable per l’usuari. El 
mallatge superficial permet visualitzar com es disposen els elements en la geometria, segons 
els atributs que hagi entrat, i per tant l’usuari serà capaç de decidir si els paràmetres entrats 
són els idonis per realitzar la simulació, o bé necessita variar-los. 
A.2.5. Mallatge volumètric  
 
És l’últim pas del procés de mallat i el que crea l’arxiu que conté la malla. El mallatge 
volumètric crearà un volum de tetraedres que s’adaptaran a la geometria i als paràmetres de 
malla que l’usuari li hagi definit. Aquest arxiu serà posteriorment importat en el Pre-procés del 
Programa CFX de ANSYS. 
A.3. Opcions de mallatge avançat 
Com ja s’ha dit en el punt anterior, el programa CFX-Mesh ofereix un seguit de 
característiques per tal de crear una malla òptima per a la geometria que es vulgui simular, 
així com per els processos de fluidodinàmica que s’hi esdevindran. Les opcions que presenta 
són: 
A.3.1. Inflat 
En entorns propers a les parets l’efecte de la capa límit fa augmentar els gradients de 
velocitats a les regions, i els models de turbulència fallen, Si s’utilitzessin tetraedres per 
mallar entorns propers a les parets, és necessitarien unes capes tant fines, que farien 
prohibitiva una simulació. La solució és aplicar uns elements molt plans per tal que tinguin 
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més superfície que volum i poder captar l’efecte de la capa límit, amb un nombre d’elements 
raonables. Aquests elements són els prismes, i l’usuari també té el control sobre les seves 
dimensions, així com la quantitat de capes que vol realitzar a sobre de una determinada 
superfície. Un cop s’hagin aplicat totes les capes, les malles de prismes empalmen novament 
amb les malles tetraèdriques, més allunyades de les parets. La Figura A.2 mostra un 
exemple d’inflat en una paret:  
 
Figura A.2 Inflat a la paret.(ANSYS-Workbench Manual) 
A.3.2. Control 
El control és utilitzat per refinar el mallatge en qualsevol punt de la geometria. Per 
exemple, pot interessar un mallatge més fi on la velocitat del fluid sigui elevada (al deixant de 
les pales). L’efecte de refinament es va suavitzant a mesura que s’allunya del control. 
Prèviament s’ha d’haver definit els paràmetres del control. (Per exemple, el radi d’efecte, les 
dimensions del primer element, etc). Els programa ens permet tres tipus de controls 
diferents: 
• El punt de control 
• La línia de control 
• El triangle de control 
El punt de control: 
El punt controla l’espai de mallatge en una regió esfèrica. Veure Figura A.3(a) 
La línia de control: 
La línia controla l’espai de mallatge en una regió cilíndrica entre dues esferes. Veure 
Figura A.3(b) 
 
El triangle de control: 
Disseny d’agitadors mecànics a partir de la simulació de recipients agitats                                                                         Pàg. 11 
 
El triangle  controla l’espai de mallatge en una regió prismàtica. Veure Figura A.3(c) 
 
 
 
Figura A.3 Diferents tipus de control en el mallat de un cub;(a) control puntual;(b) control 
lineal; (c) control triangular.( ANSYS-Workbench Manual) 
A.3.3. Proximitat  
L’eina de proximitat és molt potent quant hi ha eixos o superfícies molt properes però 
sense arribar-se a tocar. Ha hi dos tipus de deteccions: 
• Detecció d’eix proper 
• Detecció de superfície propera 
 
Detecció d’eix proper 
Quant l’usuari activi aquesta funció, el model geomètric serà revisat i refinat en les 
zones properes a l’eix que així ho necessitin. La comparativa entre aquesta opció activada i 
no activada es troba en la Figura A.4 
 
Figura A.4 Proximitat d’eix. (ANSYS-Workbench Manual) 
Detecció de superfície propera: 
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En aquest cas, el model s’examina i analitza les zones on hi hagi superfícies 
properes. Seguidament la malla s’actualitza augmentant el nombre d’elements entre una 
superfície i una altre. Un exemple d’aquest cas el trobem a la Figura A.5: 
 
Figura A.5 Proximitat d’eix. (ANSYS-Workbench Manual) 
La combinació de totes aquestes característiques amb els paràmetres de mallat faran 
possible obtenir una densitat de malla òptima per el procés que vulgui simular l’usuari, 
conforme les seves possibilitats. 
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B. El model LES (Large Eddy Simulation) 
B.1. Utilització de LES amb ANSYS-CFX 
Els fluxos turbulents continguts en recipients industrials de grans dimensions, solen 
ser més energètics que els fluxos turbulents continguts en recipients de laboratori. La 
predicció de les fluctuacions derivades del propi moviment del fluid es poden millorar si 
s’utilitza el model LES. Aquest model és adequat per grans fluctuacions de flux utilitzant una 
“sub-malla” per a predir el moviment petita escala. 
 Aquest model no es massa pràctic per a la majoria de les aplicacions en enginyeria, 
ja que per que pugui donar resultats bons necessita una malla olt densa i uns passos 
d’integració molt petits, la qual cosa el fa consumir molt de temps per l’etàpa de càlcul. 
Evidenment, amb l’avanç de la tecnologia, està previst que aquest model substitueixi als 
models RANS, com els que s’han utilitzat en aquest projecte. 
B.2. Introducció al model LES 
El model més usual per predir el comportament de fluxos turbulents  és el model 
RANS, resoltes per a quantitats de temps promitjades. No obstant, hi ha situacions en les 
quals aquesta aproximació no es adequada i l’aproximació al mdel LES o al model DNS 
(Direct Numerical Simulation) es pot aplicar. Amb aquests mètodes, el paràmetres que 
depenen del temps per a moviment turbulent són resolts, sense cap mena d’aproximació 
(DNS) o bé les equacions són filtrades per aconseguir  escales temporals molt baixes (LES). 
Aquestes aproximacions requereixen malles molt fines i passos d’integració molt petits, 
particularment per fluxos propers a parets. No obstant, s’aconsegueixen detalls en 
l’estructura del flux turbulent, com fluctuacions de pressió, que no es poden obtenir aplicant 
el mètode RANS. 
B.3. Quant utilitzar el model LES 
Abans d’utilitzar el model LES s’ha de comprovar si aquest és el més apropiat per a 
la simulació que s’estigui realitzant. Per a nombres de Reynolds baixos (Re<5000) o quant 
és important resoldre tots els estats (per exemple passar de transició a turbulència) és millor 
considerar el mètode DNS, sempre i quant no tinguem limitacions de computador. Per 
nombre de Reynolds més elevats, el model LES serà més apropiat si es compleix: 
• El flux tendeix a ser inestable (p.e. formació de vòrtexs). 
• El flux tendeix a ser transitori. 
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• S’esdevenen simetries en la geometria que poden provocar fluxos simètrics 
• El flux té grans regions inestables, creades per escalfaments puntuals (p.e 
una columna de destil·lació). 
• Fluxos os és conegut la fallida de les equacions RANS convencionals (p.e. 
una alta turbulència anisotròpica). 
• Es necessari saber l’estructura del fluid a escala petita (p.e formació de 
productes a partir de reactius, micromescles,etc.) 
• El soroll provocat pel fluid és d’interès, sobretot si la banda ampla és 
significant. 
• Altra informació fluctuant és d’interès (p.e. fluctuació de forces, etc.). 
• L’usuari es pot permetre esperar els resultats durant més de una semana, 
utilitzant de 8 a 16 processadors. 
No és recomanable utilitzar el model LES per resoldre fluxos propers a parets, degut 
als alts requeriments necessaris i al temps de computació requerit. 
B.4. Preparació del model LES 
B.4.1. Geometria. 
Tot i que els fluxos poden ser simètrics, es recomanable utilitzar tota la geometria ja 
que el flux instantani no es pas simètric, i restringir els dominis pot perjudicar el càlcul de 
turbulència. 
B.4.2. Malla 
La malla i els temps d’integració són part inherent del model. El model LES utilitza la malla 
per a poder calcular correctament la turbulència. Es recomanable de fer un mallat isotròpic, 
utilitzant elements tetraèdrics enlloc de hexaèdrics. 
B.5. Consideracions per al càlcul de passos d’integració 
• Mètodes de primer ordre per a calcular el temps d’integració solen ser poc efectius. 
És recomanable utilitzar passos d’integració baixos. 
• Entre 1000 i 10000 integracions són necessàries per a obtenir convergència. 
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• La grandària dels passos d’integració ha de ser suficientment petita com per que en 
un nombre petit  d’integracions (3-5) s’assoleixi convergència. En cas de 
multicomponents es solen utilitzar més integracions (5-10). Més de deu sol degradar 
la solució obtinguda.  
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C. Dinàmica de fluids. Obtenció Equacions 
bàsiques de la dinàmica de fluids 
C.1. Descripció Euleriana i Lagrangiana 
La forma natural de descriure el flux d’un fluid consisteix a assignar les magnituds 
que el caracteritzen en funció de la posició r i del temps t, per exemple ρ= ρ(xi,t), u= u(xi,t), etc. 
Aquesta descripció, que es denomina Euleriana, consisteix doncs a associar cada magnitud 
a punts fixos de l’espai. No obstant això, en la Mecànica elemental estem acostumats a 
descriure el moviment d’objectes físics com masses puntuals, cossos, etc., els equivalents 
dels quals en un fluid són la massa continguda en un element de volum material, o bé en un 
volum material finit. En conseqüència, resulta moltes vegades útil, perquè és més susceptible 
d’interpretacions intuïtives, complementar la descripció Euleriana amb una segona forma de 
descripció, que es denomina Lagrangiana, consistent a associar cada magnitud amb punts 
materials. 
Per a il·lustrar la utilitat d’aquesta descripció, considerem la velocitat u. La seva 
variació amb el temps en l’entorn d’un punt fix de l’espai, això és ∂u/∂t, no té una interpretació 
física simple i directa. En canvi, la variació amb el temps de la velocitat d’un punt material 
representa l’acceleració del fluid (contingut en un volum material infinitesimal en l’entorn 
d’aquest punt); per a indicar aquesta variació s’utilitza la forma du/dt. És evident que 
l’acceleració du/dt, que està vinculada dinàmicament amb la resultant de les forces que 
actuen sobre l’element material, és una magnitud la interpretació física de la qual és més 
directa que la de ∂u/∂t. 
Com contrapartida, les magnituds ∂u/∂x, ∂u/∂y, ∂u/∂z són les components del 
gradient de la velocitat, que és un tensor que té una clara interpretació física i determina en 
part el tensor dels esforços. En contrast, la diferència de velocitat entre dos punts materials 
propers no es pot associar amb un gradient, doncs la distància entre dos punts materials 
varia amb el temps. 
 Per aquestes raons, és convenient disposar de fórmules que permetin passar amb 
flexibilitat d’un tipus de descripció a l’altra. Mostrarem com fer-ho si es coneix el camp de 
velocitat en l’entorn d’un punt P(xi,t).  
En resum, es pot de dir que: (a) en la descripció Euleriana cada magnitud està 
associada a punts fix de l’espai, i (b) en la descripció Lagrangiana cada magnitud està 
associada amb punts materials del fluid. 
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Considerem ara una magnitud escalar q. La seva derivada temporal en sentit 
Lagrangià, o derivada total dq/dt es pot relacionar amb la derivada temporal en sentit Eulerià, 
o derivada local ∂q/∂t. En efecte, des del punt de vista Lagrangià, q és una funció de t i de les 
coordenades xP, yP, zP del punt material P amb el qual està associada q. Però xP, yP, zP són 
funcions del temps, de manera que 
 Eq. C.1 
Que també pot escriure’s com: 
Eq. C.2 
En  Eq. C.2, u és la velocitat de P en l’instant t, o sigui u = u (xi,t), doncs P té 
coordenades xi en t, i ∇q és el gradient de l’escalar q calculat en (xi,t). L’últim terme de la  
Eq. C.2 es diu derivada convectiva; notar que en el cas d’un camp estacionari, amb ∂q/∂t= 0 , 
la derivada total coincideix amb la derivada convectiva. 
Es pot dur a terme el mateix càlcul per cada una de es tres components de un vector 
a: 
Eq. C.3 
Utilitzant la notació per subíndex, les tres fórmules anteriors es sintetitzen en: 
Eq. C.4 
I utilitzant la notació vectorial el resultat és: 
Eq. C.5 
De la mateixa manera es pot obtenir la relació entre una derivada local i una total 
respecte del temps de una magnitud tensorial. 
C.2. Equació de conservació de la massa  
Un volum material queda definit pel fet que la superfície que ho limita és un superfície 
material. Per tant, cada punt d’aquesta superfície es mou amb velocitat u. Doncs, 
Eq. C.6 
sent n la normal sortint. En general ∇·u varia de punt a punt dintre del volum, però 
per a un volum δV suficientment petit en l’entorn del punt P, ∇ ·u →(∇ ·u)P, i queda la 
relació: 
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Eq. C.7 
Ara, si δM és la massa continguda en δV, es té δM=ρδV on ρ és la densitat en 
l’entorn de P. Per altra banda δM = ctnt., després dδM=dρδV+ρdδV=0, de manera que 
Eq. C.8 
Usant aquesta última relació, l’Eq. C.7 queda de la següent manera: 
Eq. C.9 
Aquesta equació estableix la relació entre la variació de la densitat en l’entorn d’un 
punt material i el camp de velocitat u. L’ Eq. C.9 és de caràcter cinemàtic: el camp de 
velocitat (per mitjà de l’Eq. C.7) determina la variació del volum dels elements materials, sent 
la seva taxa de variació relativa igual a∇·u; d’aquí resulta la variació de ρ a causa de la 
conservació de la massa. Altra forma diferencial d’aquesta equació és, 
Eq. C.10 
Que s’obté utilitzant la relació entre la derivada total i derivada local de ρ. Un altra 
forma d’escriure l’equació anterior és: 
Eq. C.11 
Les Eq. C.9-Eq. C.11 són diferents formes de l’equació de conservació de la massa 
(així anomenada perquè prové de la constància de δM), que també es denomina equació de 
continuïtat. 
Si integrem sobre la última equació obtindrem la forma integral de l’equació de 
conservació de la massa: 
Eq. C.12 
Aquesta equació expressa que la variació de la massa continguda en un volum fix 
està donada pel flux net de matèria a través de la superfície que ho envolta. La Eq. C.12 es 
podria també haver pres com punt de partida per a discutir la conservació de la massa. 
C.3. Equació de conservació de la quantitat de moviment 
L’equació de moviment d’un fluid expressa la Segona Llei de Newton, això és, que la 
taxa de canvi de la quantitat de moviment d’una donada porció de fluid és igual a la resultant 
de les forces que actuen sobre aquesta porció. Existeixen diferents formes, totes equivalents, 
d’escriure aquesta Llei. 
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C.3.1. Forma integral Lagrangiana 
Sigui V un volum material envoltat per una superfície (òbviament també material) S. 
La quantitat de moviment continguda en V és: 
Eq. C.13 
La seva derivada total respecte del temps (derivada material): 
Eq. C.14 
on s’usà  l’equació de conservació de la massa per a simplificar l’expressió. Llavors, 
la derivada de la quantitat de moviment continguda en el volum V, és simplement la suma 
dels productes de la masses (ρ dV ) per les acceleracions (du/dt ) dels elements 
infinitesimals que integren el volum material finit V . En general, sobre una porció donada de 
fluid actuen forces de volum i de superfície, que la seva resultant ha de ser igual a la 
derivada temporal de la quantitat de moviment. Si indiquem amb g la resultant de les forces 
de volum (per unitat de massa), tenim, 
Eq. C.15 
On σ és el tensor de tensions. Si transformem l’últim terme per una integral de volum 
(Teorema de Green):  
   Eq. C.16 
El balanç de la quantitat de moviment s’expressa com: 
Eq. C.17 
Aquesta equació és la forma integral lagrangiana de la conservació de la quantitat de 
moviment. Aquesta equació és anàloga a l’equació 5.20 del volum Memòria. 
C.3.2. Forma diferencial Lagrangiana 
L’Eq. C.17 serveix val per a una elecció arbitrària del volum material sobre el qual 
s’integra. Per tant en tots els punts del fluid s’ha de complir: 
Eq. C.18 
Aquesta equació diferencial expressa l’acceleració del fluid en termes de la força de 
volum i la divergència del tensor dels esforços, i es coneix com equació de moviment. 
Aquesta equació és anàloga a l’equació 5.21 del volum Memòria. 
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Les forces de superfície contribueixen a l’acceleració del fluid només si el tensor de 
tensions varia amb la posició, més precisament, només si la divergència de σ no és nul·la. 
Quan ∇ ·σ = 0, l’efecte de les forces de superfície sobre un element material és el de 
deformar-lo, però sense canviar la seva quantitat de moviment. 
C.3.3. Forma integral Euleriana 
La majoria dels problemes de la Mecànica de Fluids requereix l’ús de l’equació de 
moviment en la forma diferencial Eq. C.18, però hi ha alguns casos importants en els quals 
és útil disposar d’una relació integral que expressi el balanç de la quantitat de moviment per 
a un volum fix de l’espai. Considerem llavors un volum V fix (no material) tancat per una 
superfície S (òbviament, també fixa). La derivada temporal local de la quantitat de moviment 
continguda en V, ha de ser igual a les forces que actuen sobre el fluid en V (ja sigui de 
volum, ja sigui exercides a través de la superfície S) menys el flux net de la quantitat de 
moviment que surt a través de S . Això s’expressa com segueix: 
Eq. C.19 
Igual que s’ha procedit abans, les dues últimes integrals, es poden convertir en 
integrals de volum: 
Eq. C.20 
Obtenint així la equació en forma integral. Aquesta equació és anàloga a l’equació 
5.20 del volum Memòria. 
C.3.4. Forma diferencial Euleriana 
Com la relació anterior es valida per a qualsevol volum fixat V, es pot operar, 
obtenint: 
Eq. C.21 
Desenvolupant les derivades dels productes i conduint-les al primer membre, queda: 
Eq. C.22 
La suma del segon i el tercer membre es nul·la, per la equació de la conservació de 
la massa, i per tant queda: 
Eq. C.23 
O, en notació vectorial: 
Eq. C.24 
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Aquesta equació és anàloga a l’equació 5.21 del volum Memòria. Observar que la 
forma diferencial Euleriana (Eq. C.24), es podria també haver obtingut directament a partir de 
la forma Lagrangiana (Eq. C.18), emprant la relació entre operadors: 
Eq. C.25 
que té en compte el moviment del fluid a través de la superfície S per mitjà del terme 
convectiu u· ∇ .  
Per a utilitzar l’equació de moviment en qualsevol de les seves formes (Eq. C.17,Eq. 
C.18,Eq. C.21,Eq. C.22) és necessari conèixer g i σ com funcions de r i t, eventualment a 
través de ρ, u, etc.. Pel que fa a les forces de volum, ara com ara, ens limitarem a la gravetat 
(g= −gez , on ez és el versor en l’adreça vertical). Discutirem ara les diferents formes que pot 
prendre l’equació del moviment d’acord a la forma del tensor dels esforços. 
C.4. Equació de conservació de l’energia 
Es pot adquirir una visió més àmplia de l’efecte de les forces de superfície en el 
moviment del fluid, considerant el balanç d’energia en un element material de volum δV 
limitat per la superfície (material) δS . 
 Les forces de volum i de superfície realitzen treball sobre el fluid en δV, i al mateix 
temps pot haver transferència de calor a través del contorn δS. Part del guany net d’energia 
es manifesta com un increment de l’energia cinètica del fluid i, la resta, d’acord amb la 
Primera Llei de la Termodinàmica, apareix com un augment de l’energia interna del fluid. Per 
tant 
 Eq. C.26 
on E és l’energia de l’element material, P és la potència desenvolupada per les forces 
que actuen sobre ell, i dQ/ dt és el flux net de calor (per unitat de temps) que entra a 
l’element. Analitzarem aquest balanç per a deduir una equació diferencial vàlida en cada 
punt del fluid, que expressi el balanç d’energia per a una donada massa de fluid. La potència 
(treball per unitat de temps) desenvolupada sobre δV és la suma de la contribució deguda a 
la resultant de les forces de volum més la contribució deguda a les forces de superfície que 
actuen sobre δS: 
Eq. C.27 
I l’últim terme es pot reescriure com una integral de volum: 
Eq. C.28 
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Ha de quedar en clar que aquesta integral no s’ha de confondre amb el treball 
efectuat per la resultant de les forces de superfície sobre δV . De (Eq. C.27) i (Eq. C.28) 
obtenim la potència neta per unitat de massa P desenvolupada sobre un element material 
Eq. C.29 
El segon terme de (Eq. C.29) (que prové del treball de les forces de superfície) està 
relacionat amb la petita diferència que hi ha entre els esforços sobre les cares oposades de 
l’element, i contribueix junt amb el primer (que prové de les forces de volum) al guany de 
energia cinètica per unitat de massa de tot el volum. En efecte, si usem l’equació de 
moviment general (Eq. C.18) en els primers dos termes del membre dret de la Eq. C.29, es 
combinen per a donar: 
Eq. C.30 
Per tant, 
Eq. C.31 
El tercer terme de la equació és: 
Eq. C.32 
i està relacionat amb la petita diferència de velocitats que hi ha entre les cares 
oposades de l’element, i prové del treball realitzat per a deformar l’element, sense canviar la 
seva velocitat. Aquest treball de deformació es manifesta completament com un augment de 
l’energia interna del fluid. 
D’altra banda, l’energia interna del fluid també es veu afectada per la quantitat de 
calor neta que ingressa a l’element de volum. Suposarem que la calor es transfereix per 
conducció molecular. Llavors, la taxa de guany de calor per conducció a través de δS és 
Eq. C.33 
on T és la temperatura local i k la conductivitat tèrmica del fluid. Llavors, la calor 
guanyada per l’element de fluid, per unitat de temps i de massa, és, 
Eq. C.34 
D’aquesta manera, la variació de la energia interna,e, per unitat de massa ve donada 
per: 
Eq. C.35 
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L’expressió del primer terme es pot simplificar si es descompon el tensor ∂ui/∂xj en 
una part simètrica i altra antisimètrica, doncs el producte saturat de σij amb la part 
antisimètrica és idènticament nul. Així obtenim: 
Eq. C.36 
on εij és la part simètrica de ∂ui/∂xj. Si ara introduïm l’expressió general de σij: 
 Eq. C.37 
On p és a pressió hidrostàtica del fluid. Es pot demostrar sense dificultat que la 
tendència de les forces dependents de la velocitat a reduir la diferència de velocitat entre 
capes properes, implica que tant η com ζ són positius. Aquests paràmetres es denominen 
coeficients de viscositat i tenen la dimensió de densitat per velocitat i per distància, per 
exemple en el sistema cgs s’amiden en g cm–1s–1 .  
És interessant considerar els signes dels dos termes que contribueixen a la part 
isòtropa. Atès que la pressió no depèn de l’estat de moviment, si considerem un element de 
volum esfèric, el fluid en el seu interior empeny sempre cap a fora per efecte d’aquest terme. 
No ocorre el mateix amb el terme ∇ ·u: si el volum s’està expandint (∇ ·u > 0), el terme és 
positiu i s’oposa a l’expansió. Viceversa si el volum s’està comprimint (∇ ·u < 0), el terme és 
negatiu i s’oposa a la compressió. Per tant aquest terme dóna lloc a forces que s’oposen tant 
a l’expansió com a la compressió, i són proporcionals a la rapidesa amb com aquestes es 
produeixen. 
 En general η i ζ són funcions de l’estat termodinàmic del fluid i per tant depenen de 
la temperatura i de la pressió. El segon coeficient de viscositat, ζ, és difícil d’amidar i el seu 
valor no es coneix per a molts fluids per als quals es coneix η. Els coeficients de viscositat 
d’un gas augmenten amb la temperatura. Per al cas d’un gas d’esferes rígides, no és difícil 
mostrar amb base en la Teoria Cinètica que η es proporcional a T i que no depèn de la 
pressió. En el cas dels líquids és més complicat estimar η, però es pot justificar teòricament 
que ha de decréixer amb la temperatura, en contrast amb el que ocorre en els gasos. 
Si substituïm  Eq. C.37 en la ec. (Eq. C.36) per a la taxa de variació de l’energia 
interna, i suposem que el segon coeficient de viscositat ζ és nul, es comproba: 
Eq. C.38 
Per a interpretar el primer terme del membre dret de la (Eq. C.38) podem observar 
que en virtut de l’equació de continuïtat es té ∇ ·u =δV−1dδV/dt, de manera que, 
Eq. C.39 
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doncs ρδV=δM és la massa de l’element material. Per tant aquest terme representa 
la potència per unitat de massa desenvolupada per la pressió (isòtropa) en l’expansió o 
compressió de l’element de volum; és negatiu (e disminueix) si hi ha expansió i positiu (e 
augmenta) si hi ha compressió. Quant al segon terme, convé escriure’l en la forma 
Eq. C.40 
que és una identitat doncs δii = 3 i εii =∇ ·u. D’aquesta manera veiem que aquest 
terme és definit positiu, mostrant que qualsevol deformació del fluid està inevitablement 
acompanyada per una transformació de l’energia mecànica associada amb el moviment en 
energia interna del fluid. En conseqüència podem definir la taxa de dissipació d’energia 
mecànica per unitat de massa, deguda a la viscositat com: 
Eq. C.41 
Aquesta equació és anàloga a l’equació 4.7 del volum Memòria. Notar que la 
dissipació d’energia mecànica deguda a la viscositat és equivalent en els seus efectes a una 
transferència irreversible de calor. En resum, el primer terme de l’expressió de la taxa de 
variació de l’energia interna per unitat de massa de/dt representa els canvis reversibles 
associats amb les deformacions isòtropes, i el segon terme representa els canvis 
irreversibles associats amb les deformacions pures.  
Si prenem en compte el terme ζ(∇·u) del tensor de tensions, podem veure fàcilment 
que també les compressions i expansions pures donen lloc a una dissipació irreversible. En 
efecte, en aquest cas apareix un terme addicional en de/dt que és proporcional a ζ(∇·u)2 i 
per tant és sempre positiu de manera que duu a una augment de e. Aquest efecte està lligat 
amb el canvi de signe del terme ζ(∇·u) quan es considera un volum en expansió o en 
compressió, de resultes de la qual cosa en ambdós casos el treball té el mateix signe 
(positiu). 
 Resumint els nostres resultats, tenim que la taxa de variació de l’energia per unitat 
de massa està donada per 
Eq. C.42 
on la taxa de variació de l’energia cinètica per unitat de massa està donada per la Eq. 
C.31 i la taxa de variació de l’energia interna per unitat de massa està donada per la ec. (Eq. 
C.36). Aquesta equació és anàloga a l’equació 5.25 del volum Memòria. 
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D. Fluxos viscosos unidireccionals. Teoria de la 
capa límit 
D.1. Fluxos unidireccionals  
La característica bàsica de l’equació de Navier-Stokes que causa les majors 
dificultats analítiques és el terme convectiu no lineal (∇·u)u, provinent de l’acceleració d’un 
element de fluid en coordenades Eulerianes. Les dificultats matemàtiques que presenta 
l’equació completa són tan severes que la majoria de les solucions analítiques conegudes 
s’obtenen només quan, per alguna raó, l’equació es torna aproximadament o exactament 
lineal. Entre els casos més simples que el terme (∇·u)u s’anul·la exactament, està aquell en 
el qual el camp de velocitat té la mateixa direcció a tot arreu i no depèn de la coordenada en 
la direcció del moviment. Això ocorre, per exemple, quan el flux es desenvolupa en llargs 
conductes rectilinis i de secció uniforme (o bé amb curvatures i variacions de secció molt 
petites sobre distàncies de l’ordre de l’ample del conducte). 
 
Figura D.1 Flux unidireccional en un conducte inclinat respecte de l’horitzontal. 
Prenem l’eix x com la direcció del moviment. Així tenim que: 
Eq. D.1 
Llavors, l’equació de Navier-Stökes queda de la següent forma: 
Eq. D.2 
Després P=P(x), i per tant el gradient de la pressió modificada és paral·lel a les línies 
de corrent. Recordem que P=p+ρφ , on φ és el potencial de la força de volum, que hem 
suposat conservativa. Quan aquesta força es deu a la gravetat tindrem: 
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Eq. D.3 
on α indica l’angle que forma l’eix x amb l’horitzontal (Figura D.1), de manera que les 
(Eq. D.2) s’escriuen: 
Eq. D.4 
En el cas estacionari, les equacions de Navier-Stökes es redueixen a: 
Eq. D.5 
Si hi ha simetria de revolució respecte a l’eix x del conducte, es te: 
Eq. D.6 
Observem, primer de tot, que el primer membre de les (Eq. D.5) i (Eq. D.6) depèn 
solament de x. Per altra banda, els segons membres depenen només d’y,z (o bé de r). Per 
tant ambdós membres de les equacions anteriors han de ser, per separat, iguals a una 
constant comuna G, el valor de la qual queda determinada per les condicions de contorn. Per 
exemple, si s’assigna la diferència de pressió ΔP entre els extrems d’un conducte de longitud 
L,es te: 
 Eq. D.7 
Si en canvi s’assignen dades referents a la velocitat, la constant G quedarà 
determinada per l’equació de la velocitat, per exemple per mitjà de: 
Eq. D.8 
Notar que el perfil de velocitat depèn de la viscositat μ i del gradient de pressió 
només a través de la combinació constant G/η . Per tant la viscositat no determina el perfil de 
la velocitat a través de la secció del conducte: el seu únic rol consisteix a establir quina 
variació de pressió per unitat de longitud del conducte és compatible amb el camp de 
velocitats. Això es deu al caràcter asimptòtic del flux estacionari que estem estudiant: la 
viscositat determina quan i on s’arriba a el règim estacionari a partir d’un camp de velocitats 
inicial arbitrari, però no la forma del camp. Això es comprendrà millor més endavant, quan es 
desenvolupi l’efecte d’embocadura. 
D.2. Flux entre dues plaques planes i paral·leles 
Considerem el flux entre dues plaques planes situades en y = 0 y en y=h. Per 
simetria, la coordenada z és ignorable i llavors u=u(y) i P=P(x). Pel que acabem de veure 
tenim 
Pág. 28  ANNEX 
 
Eq. D.9 
D’on obtenim, per integració: 
Eq. D.10 
On P0, b i c són constants d’integració. Les condicions de contorn són: 
Eq. D.11 
I per tant c = 0 i b = -G·h / 2·η, de manera que resulta: 
Eq. D.12 
D’aquesta manera, la pressió cau linealment amb x, i el perfil de velocitat adopta una 
forma parabòlica en cada secció transversal (Figura D.2). 
 
Figura D.2 Perfil parabòlic de velocitat: (a) del flux entre dues plaques planes i paral·leles, (b) 
del flux sobre un pla. 
La força d’arrossegament per unitat d’àrea sobre cada una de les plaques és: 
 
Eq. D.13 
i la força total sobre un àrea ΔxΔz del conducte és igual a Gh ΔxΔz. La força total 
exercida per la pressió és 
Eq. D.14 
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i per tant és igual a l’arrossegament. Per descomptat, no és difícil resoldre problemes 
anàlegs en els quals una de les plaques (per exemple la qual està situada en y=h) es mou 
amb una velocitat arbitrària. Més interessant és el cas de escorriment d’una capa líquida de 
profunditat s sobre un pla fix quan la superfície superior és lliure. En la superfície lliure s’ha 
de complir du/dy = 0 . Després s’obté el mateix perfil que en el cas anterior (Eq. D.12), si 
s’identifica s amb y=h/ 2. Resulta per tant 
Eq. D.15 
Aquí dP/dx és el gradient de la pressió modificada, que ha de ser igual al gradient de 
la pressió més el gradient de la pressió hidrostàtica deguda al desnivell. Si no hi ha gradient 
de pressió hidrostàtica (habitualment podem menysprear la diferència de pressió 
atmosfèrica) es te: 
Eq. D.16 
D.3. Conducte de secció circular. Flux de Poiseville 
Sigui un tub de secció circular de radi a. Les equacions adequades són: 
Eq. D.17 
Integrant, obtenim: 
Eq. D.18 
Ja que u és finit en r = 0 , ha de ser A = 0; per altra banda, u(a) = 0 i llavors 
B=(G/4η)a2 . Per tant resulta un perfil parabòlic donat per: 
Eq. D.19 
Per simplicitat, suposem que el conducte és horitzontal. Llavors G= Δp/L, on Δp és la 
caiguda de pressió sobre una longitud L del conducte; Llavors: 
 
Eq. D.20 
Per a trobar el cabal, hem de calcular la integral del flux sobre la secció S del 
conducte: 
Eq. D.21 
Substituint Eq. D.20 en Eq. D.21resulta: 
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Eq. D.22 
D’aquesta manera, la velocitat mitja <u> definida com <u>  ≡Q/ ρS amb S= πa2, 
queda com: 
Eq. D.23 
L’esforç viscós sobre la paret del tub val: 
Eq. D.24 
Llavors la força d’arrossegament de un tub de longitud L val: 
Eq. D.25 
Notar que, igual que en l’exemple anterior, aquesta força compensa exactament la 
força exercida per la diferència de pressions sobre les dues seccions del conducte. És 
habitual definir un coeficient d’arrossegament sense dimensions C com: 
Eq. D.26 
On: 
Eq. D.27 
és la velocitat (màxima) en el centre del tub. Si definim el nombre de Reynolds del 
flux com: 
Eq. D.28 
S’obté 
Eq. D.29 
Aquesta llei de variació del coeficient d’arrossegament amb Re és típica dels fluxos 
en els quals els efectes convectius associats amb el terme (∇·u)u són nuls (com en aquest 
cas) o menyspreables enfront del terme viscós η∇2 u. En el cas límit oposat de grans 
nombres de Reynolds, quan el flux en el conducte es torna turbulent, s’obté en canvi un 
coeficient major per diversos ordres de magnitud al donat per Eq. D.29, i que varia lentament 
amb Re. Per tant el coeficient C té interès especialment per a les aplicacions a fluxos amb 
nombre de Reynolds gran. 
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D.4. Capa límit Laminar  
La noció de capa límit laminar intervé quan s’estudien fluxos estacionaris amb 
nombre de Reynolds molt gran en l’entorn d’un cos sòlid. Lluny del cos, i mentre el flux 
incident no sigui turbulent, els termes de forces viscoses de l’equació de Navier-Stokes són 
menyspreables; llavors el camp de velocitats del flux és consistent amb l’equació de Euler. 
L’entroncament entre aquesta solució i la condició de velocitat nul·la en les parets del sòlid té 
lloc en una zona denominada capa límit, l’espessor del qual és tant més petit com més gran 
és el nombre de Reynolds, en la qual s’han de tenir en compte tant els termes convectius 
com els termes viscosos. Veurem que la vorticitat generada en les parets és arrossegada 
corrent baix dintre d’un deixant i que els gradients de velocitat queden concentrats dintre 
d’una petita porció del volum total del flux. D’aquesta manera, l’estudi dels fluxos ideals 
queda justificat a posteriori, ja que els efectes de la viscositat només es manifesten en la 
capa límit en el veïnatge del cos sòlid, i en el deixant que s’estén corrent baix a partir del cos. 
En aquest punt ens limitarem a l’estudi de capes límits laminares, dintre de les quals el camp 
de velocitat varia lentament amb el temps. Aquesta noció, deguda a Prandtl (1905), s’ha 
d’adaptar per a la majoria de les situacions pràctiques, per exemple fluxos turbulentos 
incidents sobre un cos o cossos sòlids amb formes no aerodinàmiques, en els quals la capa 
límit existeix només sobre una part de la superfície del cos, i es forma un deixant turbulenta 
d’extensió comparable a les dimensions del cos. En aquest cas ocorre el fenomen de la 
separació de la capa límit i el flux corrent baix ja no té gens que veure amb la solució no 
viscosa, donant lloc una força d’arrossegament molt major. Considerem un flux uniforme que 
incideix sobre una placa plana semiinfinita, paral·lela a la direcció de la velocitat U (veure 
Figura D.3). Si U és suficientment gran, la influència de la placa no es fa sentir aigües dalt de 
la placa; en efecte, la vorticitat no arriba a difondre aigües dalt de la vora la placa doncs és 
arrossegada corrent baix pel flux. En conseqüència la vorticitat i els gradients de velocitat 
estan concentrats molt prop de la placa. Quan s’estudià el problema de la placa que es posa 
en moviment paral·lelament a si mateixa es comprova que els gradients de velocitat 
s’atenuen amb el temps i la distribució espacial de vorticitat difon des de la paret fins a una 
distància de l’ordre de 
Eq. D.30 
on ν és la viscositat cinemàtica. No obstant això, en el present cas el fluid és al 
mateix temps arrossegat paral·lelament a la placa amb una velocitat de l’ordre d’ U ; després, 
una parcel·la de fluid que ha arribat fins a una distància x de l’extrem de la placa ha 
interactuat amb la placa durant el temps t que va demorar a recórrer aquesta distància, això 
és, t≈x/U. Per tant els gradients de velocitat estan concentrats en una zona l’espessor de la 
qual: 
Eq. D.31 
Pág. 32  ANNEX 
 
depèn de la distància a l’extrem. Aquí Δ(x) representa l’espessor de la capa límit 
dintre de la qual té lloc la transició entre el flux ideal lluny de la paret i el flux real prop d’ella. 
La importància d’aquest espessor està donada per la raó: 
Eq. D.32 
on Re(x) és el nombre de Reynolds local obtingut amb la distància x des de l’extrem 
de la placa. Així, quan Re(x) → ∞, l’espessor màxim de la capa límit es torna menyspreable 
respecte de la dimensió característica global de la placa. Aquest resultat explica perquè, 
quan el nombre de Reynolds tendeix a infinit, el règim de flux extern no turbulent d’un fluid 
viscós s’aproxima al d’un fluid perfecte. No obstant això, no significa que els efectes de la 
capa límit són menyspreables, per més prima que sigui. 
 
Figura D.3 Capa límit sobre una superfície plana semiinfinita paral·lela a la direcció del flux 
uniforme incident. 
Un estudi més detallat de la capa límit mostra que el contorn de la mateixa no és una 
línia de corrent i que el cabal en el seu interior augmenta com x1/2. A més, quan Re(x) es fa 
molt gran la capa límit es torna inestable i turbulenta; quan això ocorre les estimacions 
precedents deixen de ser vàlides, doncs el transport de quantitat de moviment per convecció 
turbulenta fa que Δ augmenti més ràpidament que en el cas laminar. 
D.4.1. Efecte d’entrada 
Un fenomen estretament vinculat amb el desenvolupament de la capa límit és l’efecte 
d’entrada (o d’embocadura), a causa del qual el perfil estacionari asimptòtic que estudiem 
precedentment s’estableix a certa distància de l’embocadura del conducte. La Figura D.4 
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esquematitza aquest procés per al flux entre dues cares paral·leles semiinfinites separades 
per una distància h. A una petita distància x des de l’embocadura, es té una perfil de velocitat 
gairebé uniforme el mòdul de la qual és igual a U, la velocitat aigües amunt. La transició amb 
la condició de velocitat nul·la en la superfície de les plaques té lloc dintre d’una capa 
d’espessor (local) Δ(x). A mesura que ens allunyem de l’embocadura, l’espessor de les 
capes límits d’ambdues plaques creix fins que ambdues acaben per ajuntar-se a una 
distància xe. Per tant xe és la distància necessària perquè s’estableixi entre les plaques el 
perfil de velocitat parabòlic estacionari que ja coneixem. El valor de xe es pot estimar 
mitjançant el requeriment Δ(xe)=h. Usant la Eq. D.27 obtenim llavors 
Eq. D.33 
on Re(h) és el nombre de Reynolds construït amb la velocitat U i la distància h entre 
plaques. La Eq. D.33 mostra que el perfil parabòlic s’estableix tant més lluny de 
l’embocadura com més gran és Re(h) . Per a un conducte cilíndric s’obté un comportament 
semblant. 
 
Figura D.4 Efecte d’embocadura per al flux entre dues plaques planes semiinfinites: evolució 
del perfil de velocitat amb la distància des de l’entrada.. 
D.5. Teoria de Prandtl de la capa límit 
Tot seguit s’explica ara el flux bidimensional incompressible i estacionari en el plànol 
(x, i) prop d’una placa plana en i = 0 , que s’estén des de x = 0 fins a x → ∞. Fora de la capa 
límit (és a dir, para y>> Δ(x)) anem a suposar que tenim un flux potencial, solució de 
l’equació de Euler, amb una velocitat 
Eq. D.34 
El flux dintre de la capa límit s’ha d’empalmar d’alguna manera amb el flux principal 
Eq. D.34, la qual cosa involucra certes subtileses que es veuran més endavant. Els resultats 
que obtindrem seran vàlids també per a plaques corbes, sempre que la seu radi de curvatura 
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sigui molt major que l’espessor de la capa límit; en aquest cas x serà la distància des del 
extrem mesurada al llarg de la placa i y serà la distància a la placa amidada 
perpendicularment a la mateixa.  
Dintre de la capa límit el flux està regit per l’equació de Navier-Stokes, que no podem 
resoldre de forma exacta doncs és molt complicada. Afortunadament, el fet que quan Re(x) 
és molt gran la capa límit és summament prima permet fer algunes aproximacions gràcies a 
les quals es pot obtenir la solució buscada. Per a deduir les equacions aproximades que 
regeixen el flux en la capa límit convé estudiar l’ordre de magnitud dels diferents termes que 
figuren en les equacions. Això és el que anem a fer primer.  
Dintre de la capa límit la dimensió característica (local) en la direcció paral·lela al flux 
és de l’ordre de x, la distància des de la vora de la placa. En canvi la dimensió característica 
en la direcció perpendicular al flux és Δ(x), que escala com x1/2 . Tot el raonament que 
segueix es basa en l’existència d’aquestes dues escales de longitud molt diferents en l’una i 
l’altra direcció. Ens interessa estudiar el flux no massa prop de l’extrem de la placa, de 
manera tal que s’hagi de Re(x) >> 1. En aquest cas hauríem de: 
Eq. D.35 
Anem ara a estimar l’ordre de magnitud dels diferents termes que intervenen en les 
equacions que governen el flux. Ja que el flux és incompressible l’equació de conservació de 
la massa s’escriu com 
   Eq. D.36 
 
On u i v són les components x i y de la velocitat, respectivament. Aquesta equació 
mostra: 
Eq. D.37 
Anàlogament, es te: 
Eq. D.38 
La qual cosa permet menysprear ∂2u/∂x2 front ∂2u/∂y2 . Per altra banda, el terme 
v(∂u/∂y) és del mateix ordre que u(∂u/∂x). En efecte, 
Eq. D.39 
doncs el petit valor de v està compensat pel valor gran de ∂u/∂y degut al fet que 
l’escala de longitud Δ(x) és petita.  
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Per tant, la component x de l’equació de Navier-Stokes s’escriu com: 
Eq. D.40 
I la component y com: 
Eq. D.41 
Per altra banda, i tenint en compte que v/ u=O(ε) la Eq. D.41 ens diu que ∂P/∂y=O(ε). 
Podem llavors ignorar la dependència en y de la pressió i escriure amb bona aproximació 
Eq. D.42 
Això significa que la pressió en la capa límit és igual a la pressió P(x) del flux 
principal. Per tant es pot considerar com una dada quant es resolgui el problema de la capa 
límit. Amb l’aproximació Eq. D.42, la Eq. D.40 queda llavors en la forma, 
Eq. D.43 
on la derivada total dP / dx es pot expressar en termes de la velocitat U(x) del flux 
principal. Per a això podem usar l’equació de Bernoulli per un fluid perfecte en la forma: 
Eq. D.44 
De la qual obtenim, derivant-la: 
Eq. D.45 
Combinant la expressió anterior amb la Eq. D.43, resulta: 
Eq. D.46 
que és l’equació que determina el camp de velocitats dintre de la capa límit, i és 
deguda a Prandtl. La Eq. D.46 juntament amb l’equació de conservació de la massa  
  Eq. D.36 són la base per a l’estudi de la capa límit. 
La fórmula de la evolució de la vorticitat és: 
Eq. D.47 
Per a conèixer com es realitza el transport de vorticitat, hem de recórrer a l’equació 
d’evolució de la vorticitat Eq. D.47, la qual se simplifica en el nostre cas doncs el flux és 
estacionari, la única component no nul·la de la vorticitat és ωz ≡ω, i l’operador (∇·ω) ω és 
nul, de manera que resulta 
Eq. D.48 
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Aquesta equació expressa l’equilibri entre els transports de vorticitat per convecció i 
per difusió. Les variacions de ω associades amb l’estirament de tubs de vorticitat no 
intervenen a causa del caràcter bidimensional del flux. Queda encara per resoldre el 
problema de com empalmar el flux dintre de la capa límit amb el flux ideal principal. Per a 
aquesta fi, en el que segueix anem a imposar la condició de contorn: 
   Eq. D.49 
on δ és una mesura de l’espessor de la capa límit, proporcional a v 1/2. És important 
notar que es pren y/ v 1/2 → ∞ i no y → ∞. Aquesta distinció, que pot semblar misteriosa al 
lector, s’aclarirà en breu. 
D.6. Autosemblança de la capa límit quant la velocitat exterior 
és uniforme 
La solució de l’equació de Prandtl Eq. D.46 juntament amb l’equació de continuïtat  
  Eq. D.36 amb les condicions de contorn Eq. D.48 i u = 0, v = 0 sobre la placa 
permet obtenir el camp de velocitat en la capa límit, però per a això s’ha de conèixer el camp 
de velocitat exterior U(x). Abans de considerar un cas concret, mostrarem algunes propietats 
generals de la capa límit, per a això convé expressar el problema en termes de magnituds 
sense dimensions. Sigui llavors U0 una velocitat característica del problema (per exemple la 
velocitat del flux principal a l’infinit), i introduïm en lloc de les coordenades x, i y les velocitats 
u, v, les variables adimensionales X, Y, U (no confondre amb la velocitat exterior U(x)) i V, 
definides per 
Eq. D.50 
On l és una longitut constant i: 
Eq. D.51 
és un nombre de Reynolds format amb la longitud l i la velocitat U0. Anàlogament el 
flux exterior s’expressarà com U(x) =U0W(X) en termes de la funció adimensional W(x). 
L’equació de Prandtl Eq. D.46 i l’equació de continuïtat s’escriuen llavors com 
Eq. D.52 
En aquestes equacions (i també en les condicions de contorn) no figura la viscositat. 
Per tant la solució és independent del nombre de Reynolds. En altres paraules, tot l’efecte de 
la viscositat està contingut en el canvi de variables    Eq. D.49. Trobem així el 
següent important resultat: 
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Al canviar el nombre de Reynolds, el patró de flux de tota la capa límit sofreix una 
simple transformació afí, en la qual les distàncies i velocitats longitudinals no varien, mentre 
que les distàncies i velocitats transversals varien en proporció a 1/(Re1/2) . 
En segon lloc, podem dir que les velocitats adimensionals U, V que resulten de 
resoldre les Eq. D.51 han de ser de l’ordre de la unitat, doncs no depenen de Re. El mateix 
ha de ser cert per a l’espessor adimensional D de la capa límit, en termes de les 
coordenades X i Y. Per tant, a partir del canvi de variables    Eq. D.49 podem 
concloure que 
Eq. D.53 
que ens diu que la raó entre les velocitats transversals i la velocitats longitudinals és 
de l’ordre de 1/(Re1/2) , i que 
Eq. D.54 
Es a dir, que el espessor de la capa límit és proporcional a 1/(Re1/2). 
És interessant observar que en la Eq. D.51 el terme de transport de la quantitat de 
moviment a causa de la viscositat juga un rol de la mateixa importància que els termes 
convectius, cosa que reflecteix correctament la realitat física del que ocorre dintre de la capa 
límit. No s’hauria obtingut el mateix resultat si s’hagués adimensionalizat l’equació de Navier- 
Stokes utilitzant una única escala de longitud, doncs llavors en el límit Re → ∞ s’arriba 
simplement a l’equació de Euler. La utilització de dues escales de longitud diferents, 
paral·lela i perpendicularment a la placa, és essencial per a tenir en compte correctament el 
rol de la viscositat en el petit espessor de la capa límit. Fins a aquí el nostre tractament és 
general, doncs encara no especifiquem el camp exterior de velocitat. Per a avançar més cal 
conèixer U(x) (o el que és el mateix, W(X)). Per a concretar, considerarem el cas U(x) =U0 = 
cte. que és el més senzill. En aquest cas el membre dret de la primera de la Eq. D.51 és nul, 
i les equacions a resoldre són 
Eq. D.55 
Amb les següents condicions de contorn: 
Eq. D.56 
Ja que U0 és constant, el camp exterior no introdueix en el problema una longitud 
característica (com podria ser la distància que caracteritza el gradient d’aquest camp), i 
tampoc la placa té una longitud característica, doncs la seva extensió és semiinfinita. D’altra 
banda,com %[ν]=%[L2/T], tampoc podem formar una distància característica a partir de ν, 
doncs com el nostre problema és estacionari no hi ha un temps característic. En definitiva, el 
problema depèn dels següents paràmetres: 
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Eq. D.57 
i amb ells es poden formar només dues combinacions adimensionals independents, 
que es poden triar com 
Eq. D.58 
En vistes d’això es pot pensar que la solució del problema té la següent forma: 
Eq. D.59 
on Φ =V/ X. No obstant això, és evident que les variables U i V (i per tant Φ) no 
poden dependre de ξ, doncs en ξ apareix el nombre de Reynolds, que com ja es va veure no 
pot figurar en aquestes variables. Concloem llavors que la solució ha de ser de la forma 
Eq. D.60 
Per tant la nostra solució és autosemblant en la variable ζ. Gràcies a això, les 
equacions diferencials parcials    Eq. D.36 i Eq. D.47 en les dues 
variables x,y es redueixen a equacions diferencials ordinàries en l’únic variable ζ, molt més 
fàcils de resoldre. Per a completar la solució del problema hem de determinar les funcions U i 
Φ. Per a aquesta fi convé fer el següent canvi de variable depenent: 
Eq. D.61 
on la ′ indica la derivada d’una funció respecte del seu argument. Substituint llavors 
les Eq. D.59 i Eq. D.60 en l’equació de conservació de la massa Eq. D.38 s’obté: 
Eq. D.62 
Per tant utilitzant aquesta relació, obtenim: 
Eq. D.63 
Substituint les Eq. D.62 en l’equació de Prandtl s’obté una equació diferencial per Φ: 
 Eq. D.64 
Les condicions de contorn de Eq. D.55 prenen la següent forma: 
Eq. D.65 
La Eq. D.63 és l’equació de Blasius, la solució de la qual permet obtenir el perfil de 
velocitat complet dintre de la capa límit. La solució exacta del problema s’obté numèricament. 
Per a aquesta fi, les condicions de contorn Eq. D.64 són incòmodes, doncs els programes 
d’integració solen estipular condicions de contorn en un únic punt i no en dos. Per a superar 
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aquest inconvenient convé aprofitar una propietat general de l’equació de Blasius, d’acord 
amb la qual si φ0 és solució de la Eq. D.63, llavors: 
Eq. D.66 
Aquesta solució es pot trobar fàcilment per mitjà de les rutines d’integració 
d’aplicacions. A partir d’ella es pot calcular el límit: 
Eq. D.67 
Posem llavors: 
Eq. D.68 
Que satisfà les condicions de contorn: 
Eq. D.69 
Llavors, triant α=k−3/2(=0.332…) aconseguim la solució desitjada, que satisfà a l’infinit 
la condició φ ′(∞)=1. La forma de la solució està representada en la Fig. 8.5. 
 
Figura D.5 Solució de Blasius para la capa límit laminar: (a) component de la velocitat 
paral·lela a la placa; (b) component perpendicular. 
Usant les Eq. D.59 i Eq. D.62 podem calcular l’espessor δ de la capa límit. Sigui ζ* el 
valor de ζ per al qual o arriba a una certa fracció del seu valor límit (per exemple, el 99%). 
Tindrem llavors que 
Eq. D.70 
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És interessant examinar les propietats de la solució per a ζ petit. De Eq. D.63 i Eq. 
D.64 és immediat veure que φ ′′′(0) =0. Derivant la Eq. D.63 resulta: 
Eq. D.71 
i es verifica de la mateixa manera que φ ′′′′(0) =0. Per tant, per a valors no molt grans 
de ζ podem escriure: 
Eq. D.72 
Introduint aquesta expressió de φ en la Eq. D.64 es troba que φV(0) = −φ′′(0)2 /2, de 
manera que: 
Eq. D.73 
D’on s’obté: 
Eq. D.74 
d’on es veu que per a ζ petit o creix linealment amb y, i fins i tot per a valors 
relativament elevats com ζ = 2 l’allunyament de la linealitat és de tot just φ ′′(0)/6. Quant a v, 
creix quadràticament amb y. En el límit oposat, ζ → ∞, hem de φ ′(ζ)→1 i per tant φ ≈ζ . Així, 
la ec. de Blasius adopta la forma límit 
Eq. D.75 
Al integrar aquesta equació,molt mes simple, resulta: 
Eq. D.76 
Per tant φ ′ s’aproxima exponencialment a 1, i ja per a ζ = 4 - 5 difereix de la unitat en 
unes poques mil·lèsimes. Aquest resultat confirma la noció de capa límit: tan aviat com un 
s’allunya de la paret, es torna a trobar pràcticament el flux uniforme exterior. Al combinar els 
dos límits precedents es pot predir que φ ′ passarà bruscament de la variació lineal al seu 
valor asimptòtic.  
La resolució de l’equació de Blasius és un bon exemple del problema d’enllaç entre 
dues solucions simples, vàlides únicament en dominis limitats. Aquest mètode, denominat 
d’enllaç asimptòtic, és molt general en la Mecànica de Fluids. 
D.7. Força d’arrossegament viscós 
La força d’arrossegament per unitat de superfície de la placa, σxy , val localment: 
Eq. D.77 
Disseny d’agitadors mecànics a partir de la simulació de recipients agitats                                                                         Pàg. 41 
 
on hem posat en evidència el factor ρ 20U  que és l’escala natural de pressió. Per a 
obtenir la força total exercida pel fluid sobre la placa, hem d’integrar σxy sobre ambdues cares 
de la placa plana (de longitud L en la direcció del flux i ample unitat). Es troba que, 
Eq. D.78 
on hem introduït el nombre de Reynolds ReL =U0L/ν . 
El coeficient d’arrossegament C s’obté com el quocient entre la força 
d’arrossegament dividida pel producte de la pressió dinàmica (ρ 20U / 2) per la superfície en 
contacte amb el fluid (2×L×1), d’on resulta 
Eq. D.79 
Aquesta dependència de C amb el nombre de Reynolds és més feble que la qual es 
té per a fluxos amb nombre de Reynolds molt petit (veure per exemple laEq. D.29), en els 
quals el transport de quantitat de moviment es deu a la difusió viscosa. Per contra, és més 
forta que la qual es té en els fluxos turbulents amb nombre de Reynolds gran: en els fluxos 
turbulents domina el transport convectiu, la força d’arrossegament és proporcional al quadrat 
de la velocitat i C és (aproximadament) constant.  
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E. Simulació de una turbina de flux radial. Simulació 
multifàsica. Formació de vòrtexs. 
La simulació que s’explica a continuació té com objectiu posar de manifest la 
simulació multifàsica, que són les simulacions on hi intervenen més de una fase. En aquest 
cas serà bifàsica,ja que hi intervindrà l’aire i el fluid (aigua) que s’està agitant. Aquesta forma 
de simular s’acosta més a la realitat, ja que en la majoria de cassos, en un recipient gitat 
sempre hi ha l’equilibri entre la superfície lliure de un líquid i el gas amb el que està en 
contacte. Si l’agitació és violenta, és formarà el que s’anomena vòrtexs. El vòrtexs es 
l’equilibri de les forces cinètiques del líquid i del gas en la interfície de contacte. Té forma 
d’embut i es troba centrat en l’eix d’agitació. El fenomen del vòrtexs pot ser no desitjat, ja que 
si l’embut es prou pronunciat podria introduir aire (oxidant) en el fluid agitat i provocar 
reaccions no desitjades. Per aquest motiu és útil fer-ne la simulació.  
E.1.1. Metodologia de la simulació 
E.1.1.1. Geometria 
Per tal de dur-la a terme, es prendrà el mateix dipòsit que el del punt 7.1 del Volum 
Memòria, i se li trauran els bafles per facilitar la formació del vòrtexs. La següent figura 
il·lustra la geometria del recipient 
 
Figura E.1 Diagrama esquemàtic d’un recipient sense bafles i una turbina de flux radial 
Cal remarcar que l’alçada del dipòsit és com a mínim la suficient com per a que el 
fluid agitat (aigua) no vessi del recipient quant es formi el vòrtexs. 
Taula E.1 Dimensions del recipient sense bafles 
Paràmetres geomètrics Recipient 
Diàmetre del recipient (T) (mm) 296 
Alçada de líquid (H) T 
Diàmetre turbina (D) T/3 
Longitud de pala (h) D/4 
Passamà de la pala (w) D/5 
Distància al fons del recipient (C) T/3 
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E.1.1.2. Mallat 
L’absència dels bafles ens simplifica molt la geometria ja que ara hi haurà tantes 
parts simètriques com pales tingui la turbina. Per tant es pot reduir a la sisena part el dibuix i 
la creació de la malla. La següent figura mostra la part simètrica que es simularà: 
 
 
Figura E.2 Simetria en la geometria del recipient agitat sense bafles 
La taula següent mostra quins són els diferents paràmetres de malla a la regió del 
tanc i a la regió de l’agitador: 
 
Taula E.2 Dimensions de la malla utilitzada 
Paràmetres de malla Regió Tanc Regió Impulsor 
Tipus de malla Tetraèdrica Tetraèdrica 
Grandària mínima de cel·la (mm) 0,5 0,5 
Grandària màxima de cel·la (mm) 8 2 
Paràmetres avançats   
Nº de capes prismàtiques a les parets 13 13 
Proximitat de superfícies No utilitzat No utilitzat 
Nº d’elements totals a la regió 118343 113954 
Nº d’elements totals a la geometria 232297 
L’absència de bafles provoca que s’utilitzi una malla més fina. Per tant es pretén 
treballar en un nº d’elements semblants al cas amb bafles, però com la geometria és la 
tercera part, es podran captar millor els fenòmens de formació de vòrtexs. 
E.1.1.3. Simulació 
Les condicions en la que es durà a terme la simulació es poden trobar  a la taula 
següent: 
Taula E.3 Condicions de simulació 
Paràmetres de simulació  
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Estat temporal Estat estacionari 
Tècnica de simulació Mètode de la fotografia instantània 
Tipus Multifàsic 
Fluids simulats Aigua 
Criteri de convergència 10-5 
Model de transferència d’energia Isotèrmic 
Paràmetres de turbulència  
Model Model κ−ε 
Condicions de contorn  
Temperatura inicial del fluid (ºC) 25 
Pressió a la superfície lliure (atm) 1 
Velocitat de rotació de l’agitador (rpm) 300 
Cal dir que en aquest cas, la superfície superior del tanc no es tractada com una 
paret real, sinó que es tractada com una paret que permet el flux d’aire a través de ella. 
Aquesta condició és indispensable, ja que sinó, no es podria veure la formació del vòrtexs. 
Per altra banda, cal dir també, que el criteri de convergència en cas de simulacions 
multifàsiques és molt recomanable utilitzar el de 10-5, ja que amb un criteri inferior no es 
suficient per captar amb èxit el fenomen del vòrtexs. 
E.1.2. Resultats de la simulació 
Els resultats que es s’exposen a continuació són els mateixos que els que es donen 
al Volum Memòria, per tal que posteriorment es pugin treure les conclusions pertinents, 
contrastant uns i altres resultats. Es donarà la imatge del vòrtexs format i un diagrama que 
mostrarà el perfil del mateix, en funció de la coordenada axial i del radi 
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Figura E.3 Imatge del vòrtexs format en una turbina de flux radial 
 
Figura E.4 Comparativa líquid en repòs i en moviment 
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E.1.2.1. Paràmetres característics de l’agitador 
La següent taula recull els resultats finals de la simulació d’aquest agitador de flux 
radial: 
 
Taula E.4 Paràmetres característics de l’agitador 
Paràmetre característic Valor 
Potència (W) 2,373 
Nombre de Potencia  2,136 
Capacitat de bombeig  0,453 
Capacitat de circulació  0,472 
Eficiència hidràulica (%) 40,332 
Eficiència de bombeig   0,212 
Temps de mescla (s) 114,254 
Temps de mescla adimensional 44,946 
Notar que, per el cas de simulacions multifàsiques desapareix el paràmetre y+, però 
es dona per bona la simulació ja que s’utilitzen més capes a la paret que en el cas de la 
simulació amb bafles, i en aquell cas , el resultat ja era correcte. 
Un altre fet a tenir en compte és el consum d’energia de l’agitador. Quant es treuen 
els baffles, s’ofereix menys resistència al moviment del fluid, i per tant l’energia consumida 
per l’agitador disminueix. Es pot veure que, en aquestes condicions, l’absència de baffles ha 
fet baixar el consum de potència en un 56,87%, respecte a la presència de 4 bafles (Apartat 
7.1 Volum Memòria) 
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F.  Simulació de una turbina de flux radial. Simulació 
transitòria. 
En aquest punt el que s’exposa és la simulació de la turbina anteriorment simulada, 
però en aquest cas es farà de forma transitòria, comprenent des de l’estat inicial, quant el 
fluid està en repòs, fins a l’estat final on ja s’ha arribat al estacionari.  
F.1. Metodologia de la simulació 
La metodologia de la simulació serà la mateixa que per al cas anterior pel que fa a la 
geometria i al mallat. Es variarà únicament les condicions de simulació. 
F.1.1. Geometria 
Veure apartat 7.1.1.1 del Volum Memòria 
F.1.2. Mallat 
Veure apartat 7.1.1.2 volum Memòria. Val a dir que en simulacions transitòries, les 
malles haurien de ser més denses que per el cas de simulacions estacionàries (B.4.2 Malla, 
a la pàgina 14) per tal d’obtenir resultats acurats, però l’objectiu d’aquest punt es centra en 
mostrar la simulació transitòria més que no pas en obtenir resultats precisos. Es per aquest 
motiu que es fa servir la mateixa malla que per al cas anterior, evitant així grans temps de 
càlcul. 
F.1.2.1. Condicions de simulació 
Les condicions en la que es durà a terme la simulació es poden trobar a la Taula F.1 
Taula F.1 Condicions de simulació 
Paràmetres de simulació  
Estat temporal Estat transitori 
Tècnica de simulació Mètode de la malla lliscant 
Tipus Monofàsic 
Fluids simulats Aigua 
Criteri de convergència 10-3 
Model de transferència d’energia Isotèrmic 
Paràmetres de turbulència  
Model Model κ−ε 
Condicions de contorn  
Temperatura inicial del fluid (ºC) 25 
Velocitat inicial del fluid (m/s) 0 
Pressió a la superfície lliure (atm) 1 
Temps inicial de la simulació 0 
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Temps final de la simulació 8 
Velocitat de rotació de l’agitador (rpm) 300 
En aquest cas la simulació no s’acaba si s’assoleix el criteri de convergència, sinó 
que  s’atura quant ha simulat correctament l’interval escollit. 
F.1.3. Resultats de la simulació 
Els resultats de la simulació es presenten en forma d’imatges,que postren l’evolució 
de la velocitat, partint del repòs fins a arribar a l’estat estacionari. 
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Figura F.1 Variació de la velocitat en funció del temps per una turbina Rushton en el transitori que va des del repòs fins al estacionari.
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G. Resultats complementaris  
G.1. Ampliació dels resultats per al cas de simulacions de fluids 
no Newtonians 
En aquest punt s’aportarà informació addicional per tal d’ampliar els resultats obtinguts 
en la simulació de turbines de tres pales per el cas de fluids no newtonians. Aquesta informació 
és d’especial interès per al lector avançat o per el professional del món de l’agitació. 
S’exposaran 4 figures per tanc, on en cada una es podrà veure el contorn de velocitats, 
el contorn de velocitats axials, la distribució de la viscositat, i el camp vectorial de velocitat. No 
s’ha cregut convenient mostrar la velocitat radial ni circumferencial, ja que es tracta de una 
turbina de flux axial, on hi predomina aquest tipus de flux. 
G.1.1. Resultats complementaris. Tanc A 
 
Figura G.1 Contorn de velocitats de un agitador de flux axial 
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Figura G.2 Contorn de velocitats de un agitador de flux axial 
 
Figura G.3 Contorn de velocitats axials de un agitador de flux axial 
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Figura G.4 Contorn de viscositat per al Carbopol® per un agitador de flux axial 
 
G.1.2. Resultats complementaris. Tanc B 
 
Figura G.5 Contorn de velocitats de un agitador de flux axial 
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Figura G.6 Contorn de velocitats de un agitador de flux axial 
 
Figura G.7 Contorn de velocitats axials de un agitador de flux axial 
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Figura G.8 Contorn de viscositat per al Carbopol® de un agitador de flux axial 
G.1.3. Resultats complementaris. Tanc C 
 
Figura G.9 Contorn de velocitats de un agitador de flux axial 
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Figura G.10 Contorn de velocitats de un agitador de flux axial 
 
Figura G.11 Contorn de velocitats axials de un agitador de flux axial 
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Figura G.12 Contorn de viscositat per al Carbopol® de un agitador de flux axial 
 
G.1.4. Resultats complementaris. Tanc D 
 
Figura G.13 Contorn de velocitats de un agitador de flux axial 
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Figura G.14 Contorn de velocitats de un agitador de flux axial 
 
Figura G.15 Contorn de velocitats axials de un agitador de flux axial 
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Figura G.16 Contorn de viscositat per al Carbopol® de un agitador de flux axial 
 
 
G.2. Ampliació de resultats per a simulacions amb diferents 
valors D/T 
En aquest punt s’aportarà informació addicional per tal d’ampliar els resultats obtinguts 
en la simulació de turbines de tres pales variant el paràmetre D/T. Aquesta informació és 
d’especial interès per al lector avançat o per el professional del món de l’agitació. 
S’exposaran 4 figures per tanc, on en cada una es podrà veure el contorn de velocitats, 
el contorn de velocitats axials, El perfil de velocitat axial front del radi (interesant per trobar el 
valor del radi de revers, veure pàgina 27 de volum memòria), i el camp vectorial de velocitat. És 
interessant veure com augmenta la intensitat d’agitació per a cada camp de velocitats (atenció, 
les escales són diferents!) a mesura que augmenta el règim de gir, així com veure el canvi en 
el patró de flux segons la naturalesa del fluid agitat. També és interessant veure com varia 
l’angle de descàrrega del flux empès per l’impulsor. 
Pág. 62                ANNEX 
 
G.2.1. Figures de recipients agitats. Paràmetre D/T =0.25 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura G.17 Contorn de velocitat per a un agitador amb paràmetre D/T=0.25 a diferents velocitats 
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Figura G.18 Contorn de velocitat per a un agitador amb paràmetre D/T=0.25 a diferents velocitats. Bis 
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Figura G.19 Contorn de velocitat per a un agitador amb paràmetre D/T=0.25 a diferents velocitats. Bis II 
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Figura G.20 Contorn de velocitat axial per a un agitador amb paràmetre D/T=0.3 a diferents velocitats.  
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Figura G.21 Contorn de velocitat axial per a un agitador amb paràmetre D/T=0.25 a diferents velocitats. Bis 
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Figura G.22 Contorn de velocitat axial per a un agitador amb paràmetre D/T=0.25 a diferents velocitats. Bis II 
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Figura G.23 Camp vectorial de velocitat per a un agitador amb paràmetre D/T=0.25 a diferents velocitats.  
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Figura G.24 Camp vectorial de velocitat per a un agitador amb paràmetre D/T=0.25 a diferents velocitats. Bis 
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Figura G.25 Camp vectorial de velocitat per a un agitador amb paràmetre D/T=0.25 a diferents velocitats. Bis II 
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Figura G.26 Perfil de velocitat axial front el radi per a un agitador amb paràmetre D/T=0.25 a diferents velocitats.  
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Figura G.27 Perfil de velocitat axial front el radi per a un agitador amb paràmetre D/T=0.25 a diferents velocitats. Bis 
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Figura G.28 Perfil de velocitat axial front el radi per a un agitador amb paràmetre D/T=0.25 a diferents velocitats. Bis II 
 
